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Θέµα 1ο Προσεγγίστε τη συνάρτηση

f(x, y) =
x(y − 4)

2 + x+ y
,

Στην αρχή των συντεταγµένων µε ένα πολυώνυµο p(x, y) τρίτου ϐαθµού ως προς τις µεταβλητές.

Στη συνέχεια εξετάστε αν το p(x, y) παρουσιάζει άκρες τιµές.

Λύση:

p(x, y) =
x(y − 4)

2

[

1− x+ y

2

]

Ελάχιστο στο σηµείο P (−2/3, 10/3).

Θέµα 2ο Φυσικό µέγεθος Q εξαρτάται από τις µεταβλητές p, s, T και δίνεται από τη συνάρτηση

Q(p, s, T ) =
ps− ln(1 + cos2 T )

1 + ps2

Ζητείται να ϐρεθεί η σχετική µεταβολή του ϕυσικού µεγέθους Q, όταν έχουµε µεταβολές ∆p,∆s
και ∆T στις µεταβλητές p, s, T .

Λύση:
df

f
=

3ps(1 + ps)dT + [sdp+ (2 + ps)pds]T

ps(1 + ps)T

Θέµα 3ο Να εξετασθεί η ύπαρξη ή όχι των ορίων

lim(x,y)→(0,0)
4xy2

(x+y2)2
και lim(x,y)→(0,0)

3x2y
x2+y2

.

Λύση: Στην πρώτη, µε αντικατάσταση x = my2, αποδεικνύεται εύκολα ότι δεν υπάρχει όριο.

Στην δεύτερη υπάρχει όριο. Αυτό αποδεικνύεται είτε µετασχηµατίζοντας σε πολικές συντεταγµένες

είτε µε ϐάση τον ορισµό του ορίου. Η λύση µε πολικές είναι απλή. Με τον ορισµό ϑεωρούµε σηµείο

(x, y) στην περιοχή του (0, 0), που σηµαίνει ότι
√

x2 + y2 < δ. ΄Αρα έχουµε |x|, |y| < δ, η οποία

οδηγεί στα εξής
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3x2y

x2 + y2
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∣

≤ 3
x2

x2 + y2
|y| < 3δ.

Εποµένως, ϑέτοντας δ = ε/3, καταλήγουµε στην
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x2 + y2
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η οποία ισχύει για κάθε ε (οσονδήποτε µικρό). ΄Αρα το Ϲητούµενο όριο είναι µηδέν.

Θέµα 4ο Θεωρούµε ϱευστό πυκνότητας ρ = ρ(t, x, y, z) το οποίο κινείται σε ϐαρυτικό δυναµικό

Φ = Φ(t, x, y, z). ΄Εστω ένα τυχαίο σωµατίδιο του ϱευστού, µε καρτεσιανές συντεταγµένες (x, y, z)
και ταχύτητα ~u = ~u(t, x, y, z). ΄Εστω επίσης ότι H = (∇·~u)/3 είναι η µέση απόκλιση της ταχύτητας

του ϱευστού. Να αποδείξετε ότι τα ολικά διαφορικά, ως προς τον χρόνο, των H και ~u γράφονται

dH
dt

= ∂H
∂t

+ (~u · ~∇)H και d~u
dt

= ∂~u
∂t

+ (~u · ~∇)~u,

αντίστοιχα (υπενθυµίζεται ότι ~u · ~∇ = ux∂/∂x + uy∂/∂y + uz∂/∂z). Στη συνέχεια, µε τη ϐοήθεια

της ταυτότητας

(~u · ~∇)~∇ · ~u = ~∇ · [(~u · ~∇)~u]− 1

3
(~∇ · ~u)2

και κάνοντας χρήση των εξισώσεων Euler και Poisson ,

d~u
dt

= −~∇Φ και ∇2Φ = ρ,

να αποδειχθεί ότι
dH

dt
= −H2 − 1

3
ρ.

Λύση: Ξεκινώντας από το ολικό διαφορικό της ταχύτητας έχουµε

d~u

dt
=

∂~u

∂t
+

∂~u

∂x

dx

dt
+

∂~u

∂y

dy

dt
+

∂~u

∂z

dz

dt

=
∂~u

∂t
+ ux

∂~u

∂x
+ uy

∂~u

∂y
+ uz

∂~u

∂z

=
∂~u

∂t
+ (~u · ~∇)~u.

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται και η

dH

dt
=

∂H

∂t
+ (~u · ~∇)H.

Στη συνέχεια, αντικαθιστώντας την H = (∇ · ~u)/3 στην παραπάνω σχέση και κάνοντας χρήση της

ϐοηθητικής ταυτότητας, έχουµε

dH

dt
=

1

3

[

∂

∂t
(~∇ · ~u) + (~u · ~∇)~∇ · ~u

]

=
1

3

{

∂

∂t
(~∇ · ~u) + ~∇[(~u · ~∇)~u]− 1

3
(~∇ · ~u)2

}

.

Με αντιµετάθεση των µερικών παραγώγων έχουµε ∂(~∇ · ~u)/∂t = ~∇ · (∂~u/∂t), οπότε

dH

dt
=

1

3

{

~∇
(

∂~u

∂t

)

+ ~∇[(~u · ~∇)~u]− 1

3
(~∇ · ~u)2

}

1

3

[

∇
(

d~u

dt

)

− 3H2

]

.
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Τέλος, µε τη ϐοήθεια των εξισώσεων Euler και Poisson , καταλήγουµε στην

dH

dt
= −1

3
∇2Φ−H2

= −H2 − 1

3
ρ.

Θέµα 5ο Να ϐρεθούν τα σηµεία της επιφάνειας

x2 + y2 − 3y − yz − 6z + z2 = −5

που ϐρίσκονται πλησιέστερα και µακρύτερα από το επίπεδο Oxy.

Λύση: f(x, y, z) = z + λ(x2 + y2 − 3y + yz − 6z + z2 + 5)

fx = 2λx = 0 (1)

fy = λ(2y − 3 + z) = 0 (2)

fz = 1 + λ(y − 6 + 2z) = 0 (3)

fλ = (x2 + y2 − 3y + yz − 6z + z2 + 5) = 0 (4)

Από την εξίσωση 1 έχουµε x = 0 ή λ = 0 και από τη 2 λ = 0 ή z = 3 − 2y. Για λ 6= 0, x =
0, z = 3 − 2y αντικαθιστούµε στην 4 ϑα έχουµε µετά τις πράξεις 3y2 = 4 άρα y = ±2

√
3, z =

3± 4
√
3, x = 0. Το πλησιέστερο σηµείο ϑα είναι N(0, 2/

√
3, 3− 4/

√
3) και το πιο αποµακρυσµένο

F = (0,−2/
√
3, 3 + 4/

√
3).

Θέµα 6ο ΄Εστω οι επιφάνειες µε εξισώσεις : f1 = x2+ y2+ z2−9 = 0 και f2 = x2+ y2− z−3 = 0.

α) Να υπολογισθεί η γωνία θ που σχηµατίζει η τοµή τους στο σηµείο P (2,−1, 2)
ϐ) Να υπολογισθεί η παράγωγος της συνάρτησης f3 = x2 + y2 κατά την κατεύθυνση της εφαπτο-

µένης της καµπύλης C που σχηµατίζει η τοµή των δύο επιπέδων στο σηµείο P .

Λύση:

α) Υπολογίζουµε τις κλήσεις ∇f1 και ∇f2 στο σηµείο P και στη συνέχεια

cos ϑ =
(∇f1) · (∇f2)

|∇f1||∇f2|
=

8

3
√
21

⇒ ϑ ≃ 54, 4

ϐ) Η εφαπτοµένη στη καµπύλη C στο σηµείο P ϑα έχει διεύθυνση

~n3 = ~n1 × ~n2 όταν το

~n1 =
∇f1
|∇f1|

και ~n2 =
∇f2
|∇f2|

΄Αρα D~n3
f3 = (∇f3) · ~n3
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